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Системы твёрдых тел

Системы раскрытия солнечных батарей, антенн, радиаторов, ...
Системы отделения ступеней отработавших блоков ракет.
Роботы-манипуляторы.
Наземные экспериментальные установки.
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Две задачи динамики систем тел

Прямая задача – определение
ускорений движения тел
системы по действующим
силам
f → a
Обратная задача –
определение сил,
вызывающих заданное
ускорение тел системы
a → f

Кафедра теоретической механики Системы твердых тел 3



История

1905 год: модель систем трех тел, соединенных шарнирами
60-е годы разработка новых алгоритмов формирования
уравнений движения систем тел

Кафедра теоретической механики Системы твердых тел 4



КА Ресурс-П
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Панель солнечной батареи КА

1 [φ1, φ2, φ3] → ϑ1(φ1), ϑp2(φ1)

2 Vp1(φ1, φ̇1),V1(φ1, φ̇1),Vp2(φ1, φ̇1),V2(φ1, φ̇1, φ2, φ̇2) . . .ωωω1 = . . .
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Уравнения в избыточных координатах



Уравнения в абсолютных координатах

(φ1, φ2) → (x1, y1, φ1, x2, y2, φ2)
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Уравнения в абсолютных координатах

(φ1, φ2) → (x1, y1, φ1, x2, y2, φ2)
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Уравнения движения
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6 уравнений движения:

m1ẍ1 = F1x − R10x + R12x,

m1ÿ1 = F1y − R10y + R12y,

J1zφ̈1 = M1z + l1(R10x cosφ1+

+ R10y sinφ1+

+ R12x cosφ1 + R12y sinφ1),

m2ẍ2 = F2x − R21x,

m2ÿ2 = F2y − R21y,

J2zφ̈2 = M2z + R12xl2 cosφ2+

+ R12yl2 sinφ2

(1)
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Уравнения связи
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4 уравнения связи:

xA1
= xA0

= x1 − l1 sinφ1 = 0

yA1
= yA0

= y1 + l1 cosφ1 = 0

xB1
= xB2

= x1 + l1 sinφ1 =

= x2 − l2 sinφ2

yB1
= yB2

= y1 − l1 cosφ1 =

= y2 − l2 cosφ2

(2)

Кафедра теоретической механики Системы твердых тел 11



Система ДАЕ



m1ẍ1 = F1x − R10x + R12x,

m1ÿ1 = F1y − R10y + R12y,

J1zφ̈1 = M1z + l1(R10x cosφ1 + R10y sinφ1 + R12x cosφ1 + R12y sinφ1),

m2ẍ2 = F2x − R21x,

m2ÿ2 = F2y − R21y,

J2zφ̈2 = M2z + R12xl2 cosφ2 + R12yl2 sinφ2,

x1 − l1 sinφ1 = 0,

y1 + l1 cosφ1 = 0,

x1 + l1 sinφ1 = x2 − l2 sinφ2,

y1 − l1 cosφ1 = y2 − l2 cosφ2.

(3)
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Система ДАЕ


x1 − l1 sinφ1 = 0

y1 + l1 cosφ1 = 0

x1 + l1 sinφ1 = x2 − l2 sinφ2

y1 − l1 cosφ1 = y2 − l2 cosφ2

→ d2 . . .
dt2 →


ẍ1 − φ̈1l1 cosφ1 = φ̇2

1l1 sinφ1

ÿ1 − φ̈1l1 sinφ1 = φ̇2
1l1 cosφ1

ẍ1 + φ̈1 cosφ1 − ẍ2 + φ̈2l2 cosφ2 = φ̇2
1l1 sinφ1 + φ̇2

2l2 sinφ2

ÿ1 + φ̈1l1 sinφ1 − ÿ2 − φ̈2l2 sinφ2 = φ̇2
2l2 cosφ2 − φ̇2

1l1 cosφ1
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Система ДАЕ



m1ẍ1 = F1x − R10x + R12x,

m1ÿ1 = F1y − R10y + R12y,

J1zφ̈1 = M1z + l1(R10x cosφ1 + R10y sinφ1 ++R12x cosφ1 + R12y sinφ1),

m2ẍ2 = F2x − R21x,

m2ÿ2 = F2y − R21y,

J2zφ̈2 = M2z + R12xl2 cosφ2 + R12yl2 sinφ2

ẍ1 − φ̈1l1 cosφ1 = φ̇2
1l1 sinφ1

ÿ1 − φ̈1l1 sinφ1 = φ̇2
1l1 cosφ1

ẍ1 + φ̈1 cosφ1 − ẍ2 + φ̈2l2 cosφ2 = φ̇2
1l1 sinφ1 + φ̇2

2l2 sinφ2

ÿ1 + φ̈1l1 sinφ1 − ÿ2 − φ̈2l2 sinφ2 = φ̇2
2l2 cosφ2 − φ̇2

1l1 cosφ1
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Структура ДАЕ

wi =

 ẍi
ÿi
φ̈i

 , w =

[
w1

w2

]
, λλλ =


R10x
R10y
R12x
R12y


m =

[
m1 0
0 m2

]
, mi =

mi 0 0
0 mi 0
0 0 Jiz

 =

[
miE2×2 0

0 Jiz

]
,

Q =


1 0 −l1 cosφ1 0 0 0
0 1 −l1 sinφ1 0 0 0
1 0 l1 cosφ1 −1 0 l2 cosφ2

0 1 l1 sinφ1 0 −1 −l2 sinφ2

 ,

Pi =

Fix
Fiy
Miz

 , P =

[
P1

P2

]
.
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Матричные уравнения{
mw + QTλλλ = P
Qw = b ⇔

[
m QT

Q 0

] [
w
λλλ

]
=

[
P
b

]
Решение

w = m−1(P − QTλλλ),

Qm−1(P − QTλλλ) = b,

Qm−1QTλλλ = Qm−1P − b − СЛУ относительно λλλ

λλλ = (Qm−1QT)−1(Qm−1P − b),
w = m−1[P − QT(Qm−1QT)−1(Qm−1P − b)]
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Пример



Пример в MATLAB

https://classmech.ru/pages/mbs/dae/
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https://classmech.ru/pages/mbs/dae/


Задание

https://classmech.ru/pages/mbs/point_on_roof/
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https://classmech.ru/pages/mbs/point_on_roof/
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