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Шарниры

Шарнир, соединяющий два смежных тела, может ограничивать их
относительное поступательное и вращательное движение. В общем
случае в шарнире возникают произвольно направленные векторы
реакции и момента.
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Связь ”Точка-плоскость”
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Определим уравнения
элементарной связи
«точка-плоскость», которая
ограничивает относительное
поступательное движение двух
тел таким образом, что
определенная точка одного тела
вынуждена находиться на
плоскости, жестко связанной с
другим телом.
Это уравнение связи приводит к
возникновению в точке контакта
силы реакции перпендикулярной
плоскости, в которой разрешено
движение заданной точки тела.
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Шарниры
Задав несколько связей «точка-плоскость», возможно определение
связи «точка-прямая» (минус 2 степени свободы) и «точка-точка»
(минус 3 степени свободы).
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Точка-плоскость
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Точка «а», связанная с телом i,
скользит по плоскости, связанной
с телом j.
Положение точки «a»
относительно центра масс тела i
определяется неизменным (в
системе координат Cixiyizi)
шарнирным вектором cia

Плоскость, связанная с телом j
определяется единичным
вектором нормали na и
положением некоторой точки
плоскости pa.
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Уравнение связи

𝒏𝑎  
𝒑𝑎  

𝒄𝑖𝑎  𝒄𝑗𝑎  

𝒓𝑖  
𝒓𝑗  

𝐶𝑖  

𝐶𝑗  
xi

yi

zi

xj yj

zj

z0

x0
y0

O  

a

p

Точка «a» принадлежит плоскости
если выполняется условие:

(ri + cia − rj − pa) · na = 0 (1)

Выражение в скобках – вектор −→pa,
лежащий в плоскости, связанной с
телом j.
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Уравнение связи

Векторная запись:

(ri + cia − rj − pa) · na = 0 (2)

Матричная координатная запись:

(r(0)i + Aic(i)ia − r(0)j − Ajp(j)
a )TAT

j n(j)
a = 0 (3)

или
(Ajn(j)

a )T(r(0)i + Aic(i)ia − r(0)j )− (n(j)
a )Tp(j)

a = 0 (4)

Последнее слагаемое – это расстояние от начала системы координат
Cj до плоскости, которое не изменяется.
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Уравнение связи

(Ajn(j)
a )T(r(0)i + Aic(i)ia − r(0)j )− (n(j)

a )Tp(j)
a = 0 (5)

Производная уравнения связи:

(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )T(r(0)i +Aic(i)ia − r(0)j )+ (Ajn(j)
a )T(V(0)

i +Aiω̃
(i)
i c(i)ia −V(0)

j ) (6)

Производные матриц поворота:

Ȧi = Aiω̃i, Ȧj = Ajω̃j, ȦT
j = −ω̃jAT

j
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Уравнение связи
Производная уравнения связи:

(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )T(r(0)i +Aic(i)ia − r(0)j )+ (Ajn(j)
a )T(V(0)

i +Aiω̃
(i)
i c(i)ia −V(0)

j ) (7)

Координатный столбец радиус-вектора точки контакта относительно
центра масс тела j в ”нулевой” системе координат:

c(0)ja = r(0)i + Aic(i)ia − r(0)j (8)

Производная этого вектора:

dc(0)ja
dt = V(0)

i + Aiω̃
(i)
i c(i)ia − V(0)

j (9)

Уравнение связи для скоростей (после первого дифференцирования):

(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )Tc(0)ja + (Ajn(j)
a )T dc(0)ja

dt = 0 (10)
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Уравнение связи

(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )Tc(0)ja + (Ajn(j)
a )T dc(0)ja

dt = 0 (11)

Вторая производная:

2(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )T dc(0)ja
dt + (Ajω̃

(j)
j ω̃

(j)
j n(j)

a + Ajϵ̃
(j)
j n(j)

a )Tc(0)ja +

+ (Ajn(j)
a )T(a(0)i + Aiω̃

(i)
i ω̃

(i)
i c(i)ia + Aiϵ̃

(i)
i c(i)ia − a(0)j ) = 0 (12)

Блочная матричная запись:[
[n(0)

a ]T −[n(0)
a ]T

] [a(0)i
a(0)j

]
−
[
[n(0)

a ]TAic̃(i)ia [c(0)ja ]TAjñ(j)
a

] [ϵ(i)i
ϵ
(j)
j

]
=

= −2(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )T dc(0)ja
dt − [c(0)ja ]TAjω̃

(j)
j ω̃

(j)
j n(j)

a − [n(0)
a ]TAiω̃

(i)
i ω̃

(i)
i c(i)ia

(13)
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Уравнение связи

[
[n(0)

a ]T −[n(0)
a ]T

] [a(0)i
a(0)j

]
−

[
[n(0)

a ]TAic̃(i)ia [c(0)ja ]TAjñ(j)
a

] [ϵ(i)i
ϵ
(j)
j

]
=

= −2(Ajω̃
(j)
j n(j)

a )T dc(0)ja
dt − [c(0)ja ]TAjω̃

(j)
j ω̃

(j)
j n(j)

a − [n(0)
a ]TAiω̃

(i)
i ω̃

(i)
i c(i)ia

[
[n(0)

a ]T −[n(0)
a ]TAic̃(i)ia

] [a(0)i
ϵ
(i)
i

]
+
[
−[n(0)

a ]T −[c(0)ja ]TAjñ(j)
a

] [a(0)j
ϵ
(j)
j

]
= b(0)

ij

QiẌi + QjẌj = b(0)
ij
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Сила и момент реакции
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Сила реакции:

R(0)
i = n(0)

a λ = −R(0)
j

Момент от силы реакции:

M(i)
i (Ri) = c̃(i)ia AT

i n(0)
a λ

M(j)
j (Ri) = c̃(j)ja n(j)

a λ
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Связь, ограничивающая относительное вращение



Ограничение относительного вращения
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Ограничение относительного вращения

Угловое ускорение тела j относительно тела i в проекции на
направление n⃗ij должно быть равно нулю:(

ε
(i)
ji

)T
n(i)

ij = 0.

Относительное ускорение определяется следующим образом:

ε
(i)
ji = ω̇

(i)
ij = AiAjTω

(j)
j − ω

(i)
i .

Подставив последнее выражение в уравнение связи, получим(
AjAiTn(i)

ij

)T
ε
(j)
j −

(
n(i)

ij

)T
ε
(i)
i − ω̃

(i)
i AiAjTω

(j)
j n(i)

ij = 0. (14)
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Ограничение относительного вращения

(
AjAiTn(i)

ij

)T
ε
(j)
j −

(
n(i)

ij

)T
ε
(i)
i − ω̃

(i)
i AiAjTω

(j)
j n(i)

ij = 0. (15)

Уравнение (15) можно привести к виду

QiẌi + QjẌj = bij, (16)

где матрицы коэффициентов при ускорениях определяются
следующим образом:

Qj =

(
0

(
AjAiTn(i)

ij

)T
)
, Qi =

(
0 −

(
n(i)

ij

)T
)
, (17)

скалярный член bij определяется так:

bij = ω̃
(i)
i AiAjTω

(j)
j n(i)

ij .
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Момент реакции

При существовании связи, ограничивающей относительное вращение
двух тел, на тела действует реактивный момент. На тело i действует
момент

Li = −n(i)
ij λ, (18)

на тело j
Lj = AjTAin(i)

ij λ. (19)
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Пример



Цилиндрический шарнир
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Цилиндрический шарнир



M1 03×3 QT
11 QT

12 QT
13 QT

14 QT
15

03×3 M2 QT
21 QT

22 QT
23 QT

24 QT
25

Q11 Q21 0 0 0 0 0
Q12 Q22 0 0 0 0 0
Q13 Q23 0 0 0 0 0
Q14 Q24 0 0 0 0 0
Q15 Q25 0 0 0 0 0





Ẍ1

Ẍ2

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5


=



P1

P2

b1

b2

b3

b4

b5


Pi =

[
F(0)

i
T(i)

i − ω
(i)
i × J(i)i ω

(i)
i

]
,Mi =

[
miI3×3 03×3

03×3 J(i)i

]

Кафедра теоретической механики Системы твердых тел 22


	Связь ''Точка-плоскость''
	Связь, ограничивающая относительное вращение
	Пример

